
2009年4月10日（金） １時限目

平成21年度 物質科学解析 第７回平成21年度 物質科学解析 第７回

フーリエ解析

冨田知志

０．はじめに
１．物質科学におけるフーリエ解析
２．級数展開とは
３ フ リエ級数を求めてみる３．フーリエ級数を求めてみる
４．フーリエ変換してみる

※中央前方の席がたぶんよく見えます



０．はじめに：この授業のスタンスと約束と目標

スタンス：
数学は道具 もしくは言葉数学は道具、もしくは言葉
自分に対して使う、他人に対して使う、本質を見抜くために使う

数学的な厳密性を多少犠牲にしてでも、数学的な厳密性を多少犠牲にしてでも、
フーリエ解析の直観的な理解を目指す

私の問題、現実的な問題

約束：
１ 数式を怖がらない１．数式を怖がらない

出てくるのはせいぜい三角関数、指数関数、∑、∫程度
これまで習った知識のみを使う

２ 自分の手を動かすことを厭わない
f(x)

２．自分の手を動かすことを厭わない

目標： x

f( )

b
目標：

矩形波のフーリエ変換ができるようになる -a/2 0

a

a/2



波波

とは？



波とは？
空間的にも時間的にも変動するような場の運動空間的にも時間的にも変動するような場の運動

岩波理化学辞典

例：音波 電磁波（光波） 水の波 弾性波 物質波（ドブロイ波）例：音波、電磁波（光波）、水の波、弾性波、物質波（ドブロイ波）

x軸の正方向に速さcで伝わる一次元正弦波x軸の正方向に速さcで伝わる 次元正弦波

)sin( tkxAy ω−= )(y
波長λ 距離λもしくは時間Tごとに

同じ形の運動が繰り返される

振幅A
波数k = 2π/λ

同じ形の運動が繰り返される

x
y(x, t)

波数
角周波数ω = 2π/T

周波数ν = 1/T

位相速度 c = ω/k



位置x0で固定した場合

位置x0では 時間Tごとに
)sin( 0 tkxAy ω−=

0

位置x0では、時間Tごとに
同じ形の運動が繰り返される

海で波に揺られる
周期T

0

t

振幅A
繰り返しの指標

角周波数t
y(x0, t)

角周波数ω = 2π/T
周波数ν = 1/T

より複雑な波
f(x0 t)は既知として

角周波数ω ???

f(x0,t)は既知として

t
f(x0,t)



時間t0で固定した場合：

)sin( 0tkxAy ω−=
時間t0では 位置λごとに

0

振幅

波長λ
時間t0では、位置λごとに
同じ形の運動が繰り返される

結晶中での原子の配置

x

振幅A
繰り返しの指標

波数
x

y(x, t0)
波数k = 2π/λ

より複雑な波
f(x t0)は既知として

波数k ???

f(x,t0)は既知として

x
f(x,t0)



１．フーリエ解析とは何か？ f(x)

１ １ フーリエ解析
x

１．１ フ リエ解析
関数の時間領域での性質が周波数領域でどう表現されるか、
関数の実空間での性質が波数（逆）空間でどう表現されるか、
振動現象に隠れている周期性、
つまりどのような波がどう繰り返しているかを

フ リエ級数やフ リエ変換を用いて 明らかにするフーリエ級数やフーリエ変換を用いて、明らかにする
波が関係する物理学、化学、工学の分野で幅広く活用



１．フーリエ解析とは何か？ f(x)

１ １ フーリエ解析
x

１．１ フ リエ解析
関数の時間領域での性質が周波数領域でどう表現されるか、
関数の実空間での性質が波数（逆）空間でどう表現されるか、
振動現象に隠れている周期性、
つまりどのような波がどう繰り返しているかを

フ リエ級数やフ リエ変換を用いて 明らかにするフーリエ級数やフーリエ変換を用いて、明らかにする
波が関係する物理学、化学、工学の分野で幅広く活用

f(x)

フーリエ級数：
周期関数を三角関数の級数として表す x

f( )

フーリエ変換（フーリエ積分）
周期関数でない より 般的な関数への

f(x)

周期関数でない、より一般的な関数への
フーリエ級数の拡張

x



１．３ フーリエ解析が使われる例：
波が出てくるところフ リエ解析あり波が出てくるところフーリエ解析あり

熱伝導、偏微分方程式熱伝導、偏微分方程式

光学： フラウンホーファー回折、結像原理 波は光

結晶構造の解析： 結晶構造因子、X線回折、TEM 波は光もしくは電子

フーリエ分光法： FT-IR, FT-NMR 波は光

変調と検波： AMラジオ、信号波、搬送波 波は電磁波（光）

線形応答理論： 複素誘電率、クラマース・クローニッヒ関係式 波は光

高速フーリエ変換（FFT）： サンプリング 信号処理 波は電気信号高速フーリエ変換（FFT）： サンプリング、信号処理 波は電気信号

光ナノサイエンスにはフーリエ解析に関係する事例がたくさん出てくる



１ ４ 波の特徴の例：光の回折現象１．４ 波の特徴の例：光の回折現象

回折：光や音、つまり波が障害物をかすめたとき、幾何学的に直回折 光や音、 まり波が障害物をかすめたとき、幾何学的に直
進しないで、影の部分に回りこむ現象。

池 石 影に回り む水面 波池の石の影に回りこむ水面の波

ホイヘンス－フレネルの原理ホイヘンス フレネルの原理

※回折と散乱：
ク ウ 方程式 境界値問題を解くと う意味 は同じマックスウェル方程式の境界値問題を解くという意味では同じ

波長より小さな物体、全方向へ影響：散乱
波長より大きな物体、背後の限定空間：回折

遠い領域 フラウンホ フ 回折遠い領域：フラウンホーファー回折
近い領域：フレネル回折
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１．５ 物質科学で出てくる回折現象の一例

質問
物質Aと物質Bがあるとする。物質Aと物質Bがあるとする。
物質Aと物質Bの正体をあなたは知らない。
あなたは今、物質Aのナノ粒子と物質Bのナノ粒子の混合物を
手にしてたたずむ。

A B
ナノ粒子
混合物

そこであなたは、物質AとBが一体何かをモーレツに知りたい。
ぞ ズ更に、それぞれのナノ粒子の形状・サイズを知りたい。

そのような場合 あなたならどうしますか？そのような場合、あなたならどうしますか？



１．５ 物質科学での回折

透過型電子顕微鏡
（Transmission electron 

i ）microscope: TEM）

当研究科保有@F115当研究科保有@F115
JEM－3100FEF
（日本電子）

極微細な構造の

形状 結晶構造を調形状、結晶構造を調
べる



透過型電子顕微鏡での電子線回折

A＝コバルトナノ粒子
B＝ダイアモンドナノ粒子B 粒

明視野像：形状・サイズを見る

A

電子線回折像：
結晶構造を“見る”

周期的結晶構造に起因する回折線周期的結晶構造に起因する回折線
逆格子像

スポットやリングの位置：ブラッグの式
回折強度：フーリエ変換
Tomita et al., JAP 2000.



波動の回折現象 ～X線回折～

Tomita et al., JAP 2000.



波動の回折現象２ ～フラウンホーファー回折～

量子力学の世界では、電子（線）も波とみなせる

原子による結晶格子を複数のスリ トとみなすと原子による結晶格子を複数のスリットとみなすと、
電子線は回折する

透過型電顕の電子線回折像はフラウンホーファー回折
回折線の強度はフーリエ変換で求まる

強い回折線の現れる方向は、ブラッグ（反射）条件で決まる
格子面による反射波の干渉としても説明可能格子面による反射波の干渉としても説明可能



１章のまとめ

１．１ フーリエ解析
関数の時間領域での性質が周波数領域でどう表現されるか関数の時間領域での性質が周波数領域でどう表現されるか、
関数の実空間での性質が波数（逆）空間でどう表現されるか、
振動現象に隠れている周期性、
つまりどのような波がどう繰り返しているかを

フーリエ級数やフーリエ変換を用いて、明らかにする
波が関係する物理学 化学 工学の分野で幅広く活用波が関係する物理学、化学、工学の分野で幅広く活用

以降の内容

f(x)

以降の内容
フーリエ級数：

周期関数を三角関数の級数として表す
x

フーリエ変換（フーリエ積分）
周期関数でない より 般的な関数への

f(x)

周期関数でない、より一般的な関数への
フーリエ級数の拡張

x



２．級数展開とは

２．１ 級数展開とは その１

以下の連立方程式を解いてみる

⎪
⎨

⎧
=+−
=++

4
8

cba
cba (2.1a)

(2.1b)
⎪
⎩

⎨
=−− 2cba (2.1c)



２．級数展開とは

２．１ 級数展開とは その１

以下の連立方程式を解いてみる

⎪
⎨

⎧
=+−
=++

4
8

cba
cba (2.1a)

(2.1b)
⎪
⎩

⎨
=−− 2cba (2.1c)

2++= cba(2.1c)より

1=c(2 1b)に代入し 1=c(2.1b)に代入し

2=b(2.1a)に代入し

以上より、a=5, b=2, c=1



２．２ 級数展開とは その２

以下の連立方程式を解いてみる

⎧ ++ 8b (2 1a)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=+−
=++

2
4
8

b
cba
cba (2.1a)

(2.1b)
(2 1 )

少し視点を変えて、

⎪
⎩ =−− 2cba (2.1c)
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⎤

⎢
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⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡ 8111少し視点を変えて、

方程式を次のように書き替える
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と定義すると、連立方程式(2.1)は、af+bg+ch=Fと書ける。



これはf、g、h、Fをそれぞれ一種のデジタルな関数と考えてやれ
ば b という係数を用いることでば、a、b、cという係数を用いることで、

Fという関数がf、g、hという三つの関数で展開された
と考えることができると考えることができる。

8

2
4
2

1 1

1

1

1
F f g

-1
h

-1



これはf、g、h、Fをそれぞれ一種のデジタルな関数と考えてやれ
ば b という係数を用いることでば、a、b、cという係数を用いることで、

Fという関数がf、g、hという三つの関数で展開された
と考えることができると考えることができる。

8

2
4
2

1 1

1

1

1
F f g

-1
h

-1

そして展開した時の係数a、b、cが、連立方程式の解に対応する。
このFをどのように換えても、連立方程式の解は求まるので、

任意の「関数」Fは それに対応する係数 b を用いて任意の「関数」Fは、それに対応する係数a、b、cを用いて
f、g、hにより展開可能 級数展開の直観的イメージ



２．３ 級数展開とは その３

以下の連立方程式に対して

⎧ ++ 8b (2 1a)
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⎨
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=+−
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2
4
8

b
cba
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(2.1b)
(2 1 )⎪
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と定義し、連立方程式(2.1)をaf+bg+ch=Fと書いたうえで、
Fとf g hを既知のものとして a b cを求めることができないか？

⎦⎣⎦⎣⎦⎣⎦⎣

Fとf、g、hを既知のものとして、a、b、cを求めることができないか？



２．３ 級数展開とは その３

以下の連立方程式に対して

⎧ ++ 8b (2 1a)
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(2.1b)
(2 1 )⎪
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と定義し、連立方程式(2.1)をaf+bg+ch=Fと書いたうえで、
Fとf g hを既知のものとして a b cを求めることができないか？

⎦⎣⎦⎣⎦⎣⎦⎣

Fとf、g、hを既知のものとして、a、b、cを求めることができないか？
残念ながらこのままではできない。

なんで？？なんで
f、g、hの性質が悪い



２．級数展開とは

以下の連立方程式を解くことを考える。
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⎧
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とすると、連立方程式はa1f1+a2f2+a3f3+a4f4=Fと書ける



なお、 fn(n=1,2,3,4)は、それぞれ以下のようなかたち。
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それぞれの関数のグラフが左右対称な形となっている（矩形関数）

⎥
⎦

⎢
⎣ 1 ⎥

⎦
⎢
⎣−1

それぞれの関数のグラフが左右対称な形となっている（矩形関数）



この連立方程式はFが何であっても、解くことができる。

つまり任意のデジタル関数Fが、
F=a1f1+a2f2+a3f3+a4f4 というようにF a1f1+a2f2+a3f3+a4f4 というように、
矩形関数fn(n=1,2,3,4)により展開されたと考えることができる

四個の矩形関数を用いたので、Fで表現される数値は４つ

矩形関数f は ∫ 0)()( dff （i≠jの場合）矩形関数fnは

という関係を満たす（直交関係）。

∫ = 0)()( dxxfxf ij
（i≠jの場合）
自分自身と
掛けたときだけという関係を満たす（直交関係）。

大変良い性質。 生き残る



この連立方程式はFが何であっても、解くことができる。
つまり任意のデジタル関数Fがつまり任意のデジタル関数Fが、
F=a1f1+a2f2+a3f3+a4f4 というように、
矩形関数f (n=1 2 3 4)によって展開可能となる。矩形関数fn(n 1,2,3,4)によって展開可能となる。

四個の矩形関数を用いたので、Fで表現される数値は４つ

（i≠jの場合）自分自身と掛けたときだけ

生き残る
矩形関数fnは
という関係を満たす（直交関係） 大変良い性質

∫ = 0)()( dxxfxf ij
き残る

という関係を満たす（直交関係）。大変良い性質。

このような関係が満たされた場合は、連立方程式が解ける。このような関係が満たされた場合は、連立方程式が解ける。
例えば、a2を求めたい場合、Fにf2をかけて、積分すればよい。
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例：今回の連立方程式の場合、
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実はanは、
a1=2,  a2=3,  a3=5,  a4=1

という組み合わせであるという組み合わせである。
いまはこれらanを未知として、Fとf1～f4から求めてみる。
例えばa2の場合、Fにf2かけて、つまりベクトルとして内積を取って例えばa2の場合、Fにf2かけて、つまり クトルとして内積を取って
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例：今回の連立方程式の場合、
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矩形関数をどんどん細かくすれば矩形関数をどんどん細かくすれば、

すなわち振動数の大きな矩形関数を考えればすなわち振動数の大きな矩形関数を考えれば、

Fで表現できる数値aの個数はどんどん大きくなる。

最終的にはFは、アナログ関数に限りなく近づくはず

矩形関数の代わりに三角関数を用いても、
似たような話は成立する似たような話は成立する

むしろ、三角関数の方が、より性質が良い

これがまさに級数展開（フーリエ級数） の考え方

直交関係が重要な役割直交関係が重要な役割



３．フーリエ級数を求めてみる

３．１ 周期関数：
関数f(x)が、全てのxに対して

)()( xfTxf =+ (3 1)

となるような正の定数T を持つ場合、

)()( xfTxf =+ (3.1)

となるような正の定数T を持つ場合、
この関数を周期的であるという

f(x)を周期関数
T を周期

周期関数のグラフは、長さTの任意の区間のグラフの繰り
返し

例：三角関数



３．２ フーリエ級数

既知の関数f(x)は周期2Lを持つとする

目的：周期2Lをもつ関数の集まり

22 xxxx ππππ

使
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L

x
L

x
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x

L
x ππππ

を使って、f(x)を表してみる。

例：f(x)が2πの周期を持つ（L=π）として、

⋅⋅⋅2sin2cossincos1 xxxx
を使ってf(x)を表す

,2sin,2cos,sin,cos,1 xxxx



結論を言ってしまうと、任意の周期関数f(x)は
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(3.2)

と表せる（展開できる）。
これがフーリエ級数これがフーリエ級数。



結論を言ってしまうと、任意の周期関数f(x)は

22 xxxxa ππππ
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(3.2)

と表せる（展開できる）。
これがフーリエ級数これがフーリエ級数。

そして、既知のf(x)から未知の係数anとbnを求めればよい。
そうすれば、f(x)を級数展開できる。



三角関数sin(nπx/L), cos(nπx/L)とそれらの積、
それぞれの-LからLまでの積分を確認しておく。

（i）mが正の整数、または0ならば

⎩
⎨
⎧

⋅⋅⋅=
=

=∫− ),3,2,1(0
)0(2

cos
m

mL
dx

L
xmL

L

π (3.3)

),2,1,0(0sin ⋅⋅⋅==∫−
mdx

L
xmL

L

π
(3.4)

（ii）m,nが正の整数ならば
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つまり三角関数の積分は直交関係を持つ。
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まずanを求めるために
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の両辺にcos(mπx/L)(m=0,1,2,…)をかけて、
xについて、-LからLまで積分する
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m=0の時、(3.8)の右辺は第一項だけ残り、その値a0L

m=1,2,…の時、右辺第一項は(3.3)より0、{}の内は、
(3.5)、(3.6)より最初の積分がn=mの時だけ残り、後は0



以上、まとめると以上、まとめると
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次にbnを求めるために、同様に
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の両辺に今度はsin(mπx/L)(m=0,1,2,…)をかけて、
xについて、-LからLまで積分するxに いて、 LからLまで積分する
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= ⎭⎩1n LLLL

右辺の第一項は(3.4)より任意のmに対して0、( )
{}の内は、(3.5)、(3.7)より２番目の積分がm=nの時だけが0でない



以上、まとめるとb については以上、まとめるとbmについては
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※以上の計算では (3 2)の右辺の級数がf( )に 様に収束するとして※以上の計算では、(3.2)の右辺の級数がf(x)に一様に収束するとして、
和と積分の順序を入れ替えた。
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によって定義されたan,bnをフーリエ係数（もしくはスペクトル）
と呼び、これらの係数を代入して得られる級数
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をf(x)に対するフーリエ級数と呼ぶ。
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をf(x)に対するフ リ 級数と呼ぶ。
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と呼び、これらの係数を代入して得られる級数
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をf(x)に対するフ リ 級数と呼ぶ。

f(x)に対するフーリエ級数が収束し、その和がf(x)であるなら
ば、その級数をf(x)のフーリエ級数といい、以下のように書く
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例題１

以下の式に示す周期2πの関数をフーリエ級数で表せ
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公式集[4.18]公式集[ ]



例題１

以下の式に示す周期2πの関数をフーリエ級数で表せ
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周期 すなわち として 公式( ) ( )を用いる周期2L=2π、すなわちL=πとして、公式(3.9)、(3.11)を用いる
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例題１

以下の式に示す周期2πの関数をフーリエ級数で表せ
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※積分の授業を思い出そう、公式集[3.10]



例題１

以下の式に示す周期2πの関数をフーリエ級数で表せ
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公式集[3.11]



例題１

以下の式に示す周期2πの関数をフーリエ級数で表せ

f(x)

)0(1
)0(1

)(
x
x

xf
⎩
⎨
⎧

<<
<<−−

=
π

π

f( )

1

)()2(
)0(1

xfxf
x

=+
⎩ <<

π
π

x
-1

-π π 2π

従ってf(x)のフーリエ級数は(3.12)より、次式のようになる。
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例題１ f(x)
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*研究室のITCマシンに、今はほとんど入っている数値計算ソフト



例題１ f(x)
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例題１ f(x)
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例題１ f(x)
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３．３ フーリエ正弦級数とフーリエ余弦級数

偶関数と奇関数偶関数と奇関数
f(-x)=f(x)ならば、f(x)は偶関数 ：例 cosax
f(-x)=-f(x)ならば、f(x)は奇関数 ：例 sinax

周期2Lを持つ偶関数f(x)のフーリエ級数は、cosの項だけが残り、
フーリエ余弦級数フ リエ余弦級数

cos
2

)(
1

0 += ∑
∞

= L
xnaaxf

n
n

π

(3.14)
),2,1,0(cos)(2

0
⋅⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ndx

L
xnxf

L
a

L

n
π

周期2Lを持つ奇関数f(x)のフーリエ級数は、sinの項だけが残り、
フーリエ正弦級数フ リエ正弦級数

sin)(
1

= ∑
∞

= L
xnbxf

n
n

π

(3.15)
),2,1(sin)(2

0
⋅⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ndx

L
xnxf

L
b

L

n
π

( )



休憩：フーリエって誰？

1768年生まれ フランスの数学者、物理学者

エコール・ポリテクニークで解析数学の教鞭

ナポレオンのエジプト遠征に同行

1802年 イゼル県地方長官（グルノーブル）
1807年 熱伝導論の論文を提出

三角関数の和を用いて熱伝導方程式の解
を構成
ラプラス、ラグランジュらは却下

年 改訂稿がパリ科学院の大賞

Jean Baptiste Joseph Fourier, 
Baron de

1812年 改訂稿がパリ科学院の大賞
ただし厳密性に欠けるため非出版

しかし数理的な科学の流れを変え
る大きな発見 (1768-1830)

Wikipediaより転載

る大きな発見

定積分の書き表し方を初めて ∫
b

a
dxxf )(

晩年は政治家、外交官
出典：岩波理化学辞典、Wikipedia



４．フーリエ積分、フーリエ変換をしてみるフ リ 積分、フ リ 変換をしてみる

４．１ フーリエ積分とは

フ リエ級数：フーリエ級数：
周期2Lを持つ関数f(x)を、三角関数の無限級数で表した
（展開した）（展開した）

では、周期的でない関数（無限に続かない関数、例えば
音 ば光や音など）に対してはどうすれば？



４．フーリエ積分、フーリエ変換をしてみるフ リ 積分、フ リ 変換をしてみる

４．１ フーリエ積分とは

フ リエ級数：フーリエ級数：
周期2Lを持つ関数f(x)を、三角関数の無限級数で表した（展開した）

では、周期的でない関数（無限に続かない関数、例えば光や
音など）に対してはどうすれば？

「周期的でない」⇒周期2L→∞

L→∞のとき、フーリエ級数はフーリエ積分になる
フーリエ積分の複素表示で、フーリエ変換が表されるフ リ 積分の複素表示で、フ リ 変換が表される



４ ２ フーリエ積分４．２ フ リエ積分

周期2Lを持つ周期関数fL(x)が、フーリエ級数により表さ
れている。即ち、(3.9)、(3.10)、(3.11)より

∞ ⎞⎛∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

1

0 sincos
2

)(
n

nnL L
xnb

L
xnaaxf ππ

(4.1)

∫−
=

L

L Ln du
L

unuf
L

a πcos)(1
LL

(4.2)

∫=
L

Ln du
L

unuf
L

b πsin)(1

ただし、(4.2)では積分変数uとした。

∫−L Ln L
f

L
)(

ただし、(4.2)では積分変数uとした。



(4 2)を(4 1)に代入する(4.2)を(4.1)に代入する。

∫= )(
2
1)(

L

L LL duuf
L

xf

∑ ∫∫

∫
∞

−−

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

1
sin)(sincos)(cos1

2
L

L L

L

L L

L

du
L

unuf
L

xndu
L

unuf
L

xn
L

L
ππππ

(4.3)
= ⎦⎣1n LLLLL



(4 2)を(4 1)に代入する(4.2)を(4.1)に代入する。

∫= )(
2
1)(

L

L LL duuf
L

xf

∑ ∫∫

∫
∞

−−

−

⎥⎦
⎤
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1
sin)(sincos)(cos1
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L

L L

L

L L
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du
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xn
L

L
ππππ

(4.3)

新しい記号

= ⎦⎣1n LLLLL

新しい記号

(4.4)
LL

n
nnn

πωωωπω =−=Δ= +1,

を導入。これらを使って、(4.3)は以下のようになる。

1 L

∑ ∫∫

∫
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1

)(
2
1)(

LL

L

L LL duuf
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xf

∑ ∫∫
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⎤

⎢⎣
⎡ +Δ+

1
sin)(sincos)(cos1

n
L nLnL nLn uduufxuduufx ωωωωω

π (4.5)



極限を考える 周期を と たここでL→∞の極限を考える。周期を2Lとしたので、

)(lim)( xfxf LL ∞→
=

は周期関数ではなくなる。非周期関数f(x)は絶対積分可能、
すなわち

L ∞→

すなわち

は存在する と仮定する （ただし れは自明 はな ）

∫
∞

∞−
dxxf )(

は存在する、と仮定する。（ただしこれは自明ではない。）



極限を考える 周期を と たここでL→∞の極限を考える。周期を2Lとしたので、

)(lim)( xfxf LL ∞→
=

は周期関数ではなくなる。非周期関数f(x)は絶対積分可能、
すなわち

L ∞→

すなわち

存在する と仮定する ただ れ 自 な

∫
∞

∞−
dxxf )(

は存在する、と仮定する。（ただしこれは自明ではない。）
(4.5)の右辺第一項はL→∞では0である。残りの無限級数は、
L→∞でL→∞で

∑ ∫∫
∞ ∞∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +Δ= sin)(sincos)(cos1)( uduufxuduufxxf ωωωωω

となる

∑ ∫∫
=

∞−∞− ⎥⎦⎢⎣
+Δ=

1
sin)(sincos)(cos)(

n
nnnnL uduufxuduufxxf ωωωωω

π

(4.6)
となる。



さらにL→∞では、
ω は連続変数とみなせるωnは連続変数とみなせる、
Δω→0である

ことを考慮し、和を積分に変える。とを考慮し、和を積分に変える。

と から

∑ ∫
∞

=

∞

→Δ
⇒Δ

1
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n FdF ωωωω
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(4.7)

(4.6)と(4.7)から、
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00 ⎥⎦⎢⎣ ∫∫∫∫ ∞∞π 00



さらにL→∞では、
ω は連続変数とみなせるωnは連続変数とみなせる、
Δω→0である

ことを考慮し、和を積分に変える。とを考慮し、和を積分に変える。

と から

∑ ∫
∞

=

∞

→Δ
⇒Δ

1
00

)()(lim
n

n FdF ωωωω
ω

(4.7)

(4.6)と(4.7)から、

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += ∫∫∫∫

∞

∞−

∞∞

∞−

∞
ωωωωωω

π
ududufxududufxxf sin)(sincos)(cos1)(

00

すなわち、

⎥⎦⎢⎣ ∫∫∫∫ ∞∞π 00

[ ]∫
∞

+= dxBxAxf ωωωωω sin)(cos)(1)(
0

すなわち、

(4.8)
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∫
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∞
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= uduufB ωω sin)()(

これをf(x)のフーリエ積分表示と言う。



(4.8)は三角関数の加法定理より、

(4.9)∫∫
∞

∞

∞
−= )(cos)(1)(

0
uxudufdxf ωω

π ∫∫ ∞−0π

と書ける。(4.9)をフーリエ積分公式という。

※以上のフーリエ積分(4 9)の導出法は形式的なものであり 数学的に厳※以上のフ リエ積分(4.9)の導出法は形式的なものであり、数学的に厳
密なものではない。厳密にはフーリエ積分(4.9)の収束性を調べ、(4.6)を経
由する手続きが正当であることを示す必要がある。



４．３ フーリエ変換

∫∫
∞∞1

フーリエ積分公式(4.9)は、

{ }∫∫

∫∫
∞ −−−∞

∞−
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uxiuxid fd

uxudufdxf

ωω

ωω
π

1)(1

)(cos)(1)(

)()(

0
※cosθ=(eiθ+e-iθ)/2を使う
複素数の授業を思い出そう

{ }
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2
)(

と書き直せる。(4 10)はフーリエ積分公式の複素表示。

(4.10)

と書き直せる。(4.10)はフ リエ積分公式の複素表示。



４．３ フーリエ変換

フーリエ積分公式(4.8)は、

∫∫
∞∞1

{ }∫∫
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uxiuxid fd

uxudufdxf
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ωω
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1)(1

)(cos)(1)(

)()(

0
※cosθ=(eiθ+e-iθ)/2を使う

(4 10)

{ }
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と書き直せる。(4 10)はフーリエ積分公式の複素表示。これより、
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と書き直せる。(4.10)はフ リエ積分公式の複素表示。これより、

(4.11)∫
∞ −= dueufF uiωω )()( フーリエ変換

ならば
( )∫ ∞−

f )()(

(4 12)∫
∞ ω dFf xi)(1)( フーリエ逆変換 (4.12)∫ ∞−

= ωω
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ω deFxf xi)(
2

)( フーリエ逆変換



結論を言うと、例ば、電子波の平面波などを扱う場合、
変数 が変位 であるので 振動数 に対応する波数k 2 /λを変数u,xが変位xであるので、振動数ωに対応する波数k=2π/λを
用いて

(4.13)∫
∞

∞−

−= dxexfkF ikx)()( フーリエ変換

∫
∞1 (4.14)∫
∞

∞−
= dkekFxf ikx)(

2
1)(
π

フーリエ逆変換

このとき
F(k)はf(x)のフーリエ変換、
f(x)はF(k)のフーリエ逆変換という。

※孫引き注意。積分の前の係数は、その積が1/2πであるように分ければよい。



例題２例題

左図で与られる関数f(x)（矩形パルス）の
フ リエ変換F(k)を求めよ

f(x)

⎧ < )2/|(| axb

フーリエ変換F(k)を求めよ

b

⎩
⎨
⎧

>
<

=
)2/|(|0
)2/|(|

)(
ax
axb

xfx
-a/2 0 a/2

a



例題２例題

左図で与られる関数f(x)（矩形パルス）の
フ リエ変換F(k)を求めよ

f(x)

⎧ < )2/|(| axb

フーリエ変換F(k)を求めよ

b
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(4.13)より
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※積分の授業を思い出そう、公式集[3.9]a
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※オイラーの式sinθ=(eiθ-e-iθ)/2i、公式集[2.19]を使う
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５．１ 物理例１ フラウンホーファー回折

開口面

y
光源も観測点も無限遠
＝入射波も回折波も平面波

スクリーン上の観測点P(x y )に
観測面

y0
x

O

f(x,y)

d dikrA
∫

)exp( (5 1)

スクリーン上の観測点P(x0,y0)に
おける回折波の振幅

x0S
P

r dxdy
ri
ikrAu

sP ∫=
λ

)exp( (5.1)

開口の形を現す開口関数は

R

開口の形を現す開口関数は

⎩
⎨
⎧

=
)S(0
)S(1

),(
外側開

の内側開口
yxf (5.2)

⎩
⎨ )S(0

),(
の外側開口

yf ( )



５．１ 物理例１ フラウンホーファー回折

開口面

y
光源も観測点も無限遠
＝入射波も回折波も平面波

スクリーン上の観測点P(x y )における

観測面
y0

x

O

f(x,y)

d dikrA
∫

)exp( (5 1)

スクリーン上の観測点P(x0,y0)における
回折波の振幅：ホイヘンス-フレネルの原理

x0S
P

r dxdy
ri
ikrAu

sP ∫=
λ

)exp( (5.1)

開口の形を現す開口関数は

R

開口の形を現す開口関数は

⎩
⎨
⎧

=
)S(0
)S(1

),(
外側開

の内側開口
yxf (5.2)

⎩
⎨ )S(0

),(
の外側開口

yf ( )

A

(5.1)は

dxdyikryxf
Ri

AyxuP )exp(),(),( 00 ∫ ∫
∞

∞−
=

λ
(5.3) ※1/r ≈ 1/R

この式は開口面に垂直な平面波が入射したときに起こる回折波の振幅分布を与える



(5 4)
開口面の一点から観測点Pまでの距離

2
0

2
0

2 )()( yyxxRr −+−+= (5.4)

Rは(x-x0)や(y-y0)に比べて十分大きいので以下のように近似できる。は( 0)や(y y0) 比 て十分大き ので以下のよう 近似できる。
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(5.6) ※物体が10cm四方、
波長500nmで、R>>5km
すなわち十分遠方
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すなわち十分遠方
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(5 7)を(5 3)に代入し(5.7)を(5.3)に代入し、
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R
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⎨
⎧ = Rxx λν /0 (5 9)

ここで

⎩
⎨ = Ryy λν /0

(5.9)

振幅 度と置くと(4.8)よりPでの振幅強度は

[ ]dxdyyxiyxfAu yxyxP )(2exp),(),( ννπνν +−′= ∫ ∫
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(5.10)[ ] yyyf yxyxP )(p),(),( ∫ ∫ ∞−
( )
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⎨
⎧ = Rxx λν /0 (5 9)

ここで

⎩
⎨ = Ryy λν /0

(5.9)

振幅 度と置くと(5.8)よりPでの振幅強度は
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(5.10)はまさにフーリエ変換そのものである
∫

∞

∞−

−= dxexfkF ikx)()(
(5. 0)はまさにフ リ 変換そのものである

フーリエ変換そのものが光の強度分布として直接観測される
数学的な抽象的概念ではなく、

変換 も が 物 的意味を持フーリエ変換そのものが一つの物理的意味を持つ



開口面

y
例題３
大きさがD ×D の矩形開口の

観測面
y0

x
O

Dx
大きさがDx×Dyの矩形開口の
フラウンホーファー回折を考える
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開口面

y
例題３
大きさがD ×D の矩形開口の

観測面
y0

x
O

Dx
大きさがDx×Dyの矩形開口の
フラウンホーファー回折を考える

(5 8)より観測面での回折の振幅分布は
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(5.8)より観測面での回折の振幅分布は
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矩形開口のフラウンホーファー回折（振幅分布）
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開口面

y
例題３
大きさがD ×D の矩形開口の

観測面
y0

x
O

Dx
大きさがDx×Dyの矩形開口の
フラウンホーファー回折を考える

(5 10)より観測面での回折の強度分布は
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(5.10)より観測面での回折の強度分布は
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で一次回折光の幅を
-4 -2 2 4

          
l R

矩形開口のフラウンホーファー回折（強度分布）

Rλ
で 次回折光の幅を
計算してみると？1-1 3-3



５．２ 例２ 結晶構造解析
X線の電子による散乱を考える。
X線の入射波を平面波とする。 )exp()( 00 rkiAru rrr

⋅= (5.13)

原点からrの位置にある多数の電子群（静的な電荷の雲）による散乱

∫ ⋅−= rdrbirikR
R

Aru es
rrrr)r )exp()()exp()()( 0 ρθϕ (5.14)

X線の散乱の角度分布

∫R es )p()()p()( 0 ρ ( )

∑ −=
j

je rrr )()( rrr) δρ (5.15)：電荷密度分布

周期的な結晶構造の場合、bが逆格子点の一つhに一致したときのX線の散乱強度

kkbrdrbirbF e

rrrrrrr)r
−′=⋅= ∫

系全体

)exp()()( ρ (5.16)系の構造因子

周期的な結晶構造の場合、bが逆格子点の つhに 致したときのX線の散乱強度

)()()()( 2
321

22
hFNNNhFhF cc

rrr
= (5.17)：結晶構造因子

∑ ⋅−=
h

c
c

e rhihF
v

r
r

rrrr )exp()(1)(ρ (5.18)

結晶構造因子Fc(h)は、結晶の周期的な電子密度分布ρe(r)のフーリエ係数に比例
X線回折から|Fc(h)|2を測定し、それからρe(r)を決めれば、結晶構造が求まる



例えば、音や光の振動を扱う場合、
変数 が時間であるので と変数の名前を変えて変数u,xが時間であるので、u,x→tと変数の名前を変えて、
また（物理学では慣習的に）指数の符号を逆にして

(4.15)∫
∞

∞−
= dtetfF tiωω )()( フーリエ変換

(4.16)∫
∞ −= ωω ω deFtf ti)(1)( フーリエ逆変換

このとき

( )∫ ∞−π
f )(

2
)( リ 逆変換

このとき
F(ω)はf(t)のフーリエ変換、
f(t)はF(ω)のフーリエ逆変換という。

※孫引き注意。積分の前の係数は、その積が1/2πであるように分ければよい。
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付録A：フーリエ変換分光法

マイケルソン干渉計を用いた
干渉縞（インタ グラム）を干渉縞（インターフェログラム）を
余弦フーリエ変換して
スペクトルが得られるスペクトルが得られる

空間分散（回折格子）を用いず、
全波数の同時検出（マルチプレクシング）

明るい 高精度明るい、高精度
高分解能、高感度

JEOL WEBサイトより転載



付録B： 高速フーリエ変換（FFT）

フーリエ変換の計算量
標本数Nの自乗 N2に比例：計算量の爆発標本数Nの自乗、N2に比例：計算量の爆発

計算量を大幅に削減できるアルゴリズム：
高速フーリエ変換（FFT）

計算量 ～ 2N logN

光学、信号解析、画像処理、物理学などの分
野の線形システムでの中心的な解析手法野の線形システムでの中心的な解析手法



付録C：ラプラス変換への拡張

フーリエ級数フーリエ級数
⇒拡張⇒フーリエ変換

⇒拡張⇒ラプラス変換：拡張 ラ ラ 変換
実用的なほぼ全ての関数に対して可能
線形微分方程式と複素関数論の融合

線形微分方程式を代数的に解く簡便な手法線形微分方程式を代数的に解く簡便な手法
（演算子法）
それが表現する動的なシステムに対する洞察それが表現する動的なシステムに対する洞察

フーリエ変換の定義(3.13)式でx→t、iksと置くと、( )

∫
∞ −= dtetxsX st)()( x(t)のラプラス変換∫ ∞−

)()( ( )


